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BIOMETRIA

Az élovilag kutatasanak
matematikal, statisztikail
eszkoztara
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Témakorok

O Alapismeretek

O Variancia Analizis

O Korrelacio- és Regresszié Analizis

O Esetszam- sorok és tablazatok
elemzése

A projekt az Eurdpai Unid tamo gatdsawval, az Eurdpai
Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval valdsul meg

Kutatoi palyara felkeszito modul — komyezetgazdalkodas TAMOP 4 1.2-08/1/A-2009-0032 szamt projekt




. Debrecen Egyetem ) Pannon Egyetem

(j Mezdgazdasag- Elelmiszertudomanyi és aab ¥ o
[  Komyezetgazdalkodasi Kar 3 v A

O | rész: ALAPISMERETEK

Bevezetés
Alapsokasag és minta
Valtozok, adatok tipusai, valtozatai
Atlagok

A minta jellemzoi

Az alapsokasag jellemzoi

Fontosabb sokasagi megoszlasok
Paraméterbecslés, konfidencia mtervallum
Statisztikai kovetkeztetés: Hipotézi
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[1 Bevezetés

* A kutatas, amely statisztikai vizsgalatokra epul,
az alapsokasag(ok)ban fennallo 0sszefuggést
vizsgalja minta alapjan.

* Az alapsokasagra vonatkozoan hipoteziseket

allitunk fel eés ezeket a mintara epulo statisztikai
probakkal ellenorizzuk.

« E szemléletben ne feledjuk, hogy a minta
esetleges, a vegkovetkeztetes fugg attol, hogy
az alapsokasag mely egyedei kerultek a
mintaba. EbbdOl adodoan a statisztikal
kovetkeztetes nem abszolut ervenyd, csak _
valoszinusitheto. 2
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A biometriai vizsgalodas fazisai

« Kérdes felvetes, modellvalasztas vagy
modellalkotas
* Kisérlet-, ill. adatgyujtés tervezése

A kisérlet vagy adat felvetelezes
végrehajtasa
« Adatelemzés

Az eredmények értelmezése (interpretacio)
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[1 Az alapsokasag (populacio)

 avizsgalat targyat kepezo egyedek, esetek
osszessége

« allhat véges sok egyedbdl, de altalaban végtelen sok
egyedbal all

Szukebb értelemben az egyedek (esetek) valamely
vagy egyszerre tobb ismervének osszessege

e Példaul: a magyar allampolgarok 2011. januar
elsejen.
« Szikitve (ismérvek): ezen emberek életkora, neme,
egészseégi allapota stb. a jelolt napon e -
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[1 A minta

* Minta az alapsokasagbdl kivalasztott
veges sok egyed, megfigyeléessel,
felmeressel vagy kiserletezéssel nyerjuk.
Szukebb ertelemben alapsokasag az
egyedek valamely (vagy tobb)
ismervenek 0sszessege, a minta pedig a
medgfigyelesi egysegeken mert vagy
megallapitott adatok

VX
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[1 Valtozok és adatok

= Valtozo:

az alapsokasag egyedei ismérvenek ,,erteke” mintavetel,
medgfigyelés elott, jelolése a tovabbiakban: X, Y, X,, X, ...

» Adat:

a mintaba felvett egyed(ek) szobanforgo ismeérvének
,erteke” a mintavetel (megfigyeles, adatfelvetel) utan

- kis latin betlkkel jeloljuk: x, y, x,, X,, ...,
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> Valtozok es adatok, pelda

 Valamely adott helyen
a holnapi csapadékmennyiség
. ma meg valtozo: X
. holnaputan mar adat, pl x =8 mm
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Ismervek (valtozok) tipusai,
valtozatai

« megkulonboztetunk

« kvalitativ(minoségi, megallapithato) ismérveket
Pl: ,nem”, ,,szin”, , hivatali beosztas”

es kvantitativ (mennyiségi, mérheto) ismérveket
ennek keét altipusa van:
- diszkret ( pl: ,,iskolak szama adott
telepulésen”)
= Oil’glgltonos ( pl: ,homeérséklet adott helyen és
idoben”
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Kvalitativ ismerv valtozatai:
» Osztalyok, kategoriak ( ezek is adatok!)

Pl: tipus valtozatok
nem férfi, no
szin fehér, piros, stb.

e Dichotom ismeérv: két valtozata van
 Trichotom ismeérv: harom valtozata van
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Diszkret kvantitativ valtozo

» Lehetseges ertékel (valtozatai)
* veéges, sok

pl: ,.fiuk szama egy 30 fos
osztalyban”

lehet 0,1, 2, ........ ,30
 megszamlalhatoéan vegtelen sok
(gyakorlatilag nincs felso héra!
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Folytonos kvantitativ valtozo

* lehetséges ertékei egy intervallum
barmely ertéeke
pl: vércukorszint
Ph érték
életkor
testsuly
homerseéklet
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Adat-transzformaciok, atskalazas
Gyakran a mert ( megfigyelt, megallapitott ) adatok
helyett célszeriibb ezek
,, transzformalt”—jaival dolgozni.
« Kvalitativ adatokat olykor kvantifikaljuk ( pl:
bonitalas )
« Kvantitativ adatok leggyakoribb transzformacioja:
log-transzformacio
négzetgyok transzformacio
reciprok- kepzes
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Mereési skalak

« Az ismérveket megfelel6 skalan merjuk.

a) Nomindlis skala tipikus kvalitativ skala. Ertékei nem
sorrendezhetOk, csak ket egyed azonos kategoriaba, vagy
kulonbozd kategoriaba tartozasa allapithatd meg (X=Y) illetve
(XY).

b) Ordinalis skala olyan kvalitativ skala, melyen a kategoriak
sorrendje is megallapithato (X<Y), pl. bonitalasi skala.

c) Intervallum skala, amelyen két egyed tavolsaga (X-Y)
merhetd. A skalanak nincs valosagos nullpontja, X=0 nem
jelenti az ismérv hianyat (pl. h6meérseéklet).

d) Arany — (hanyados) skala olyan kvantitativ skala, amelynek
valodi nullpontja van. llyen skalan két ertéek aranya (Y/X)
ertelmes viszonyszam (pl. tomeg). e
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L] Kvantltathlv adatok atlagai

 Jelolje x,, X, ... .x, az adatokat
Tobbfele atlagrol beszélhetunk

» szamtani (aritmetikai) atlag x

 mértani (geometriai) atlag X,
 harmonikus atlag X,

- négyzetes ( kvadratikus ) atlag x

 es altalanosabban: f-atlag. pp
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Kvantitativ adatok atlagai 1

a) szamtani atlag (jele: X ) a mintaelemek atlaga.

« JellemzQje, hogy a mintaelemek 0sszege -
ugyanannyi, mint ha mindegyik elem helyébe X -ot

teszunk
T e X K P X = X.
X — i 2 3 n X:Z

1 n

Fontos tulajdonsaga meg, hogy a d. =x -x
elterések osszege zéro.

= e
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Kvantitativ adatok atlagai 2
b) A mertani atlag (jele x,) pozitiv
mintaelemek esetéen gyakran realisabb a
szamtani atlagnal.

Xg :n\/Xl'X2 S X maskent X, :W/H X.

Ezt ugy jellemezhetjuk, hogy

X1 Xy....= X, - X, ... ;@ ket szorzat azonos

- J ~. e
— N el
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Kvantitativ adatok atlagai 3

c) ugyancsak pozitiv mintaelemek esetén néha a
harmonikus atlag a legjobb kozep-jellemz6

* Az adatok reciprokainak osszege nem valtozik,

ha mindegyik helyébe a harmonikus atlagot
tesszuk.
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Kvantitativ adatok atlagai 4

d) négyzetes atlag (jele X, ) az adatok
negyzetosszegenek a negyzetgyoke. Mas
szoval az adatok negyzetosszege nem
valtozik, ha minden adat helyere X, kerul.

;n:\/X12+X22+...X2 b > x;

—_ tomoren: x., =
n n

VX

- — Lot e
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Altalanos atlag

* Az emlitetteken kivul egyeb atlagok is
kepezhetdk. Mindezek ugy foghatok fel, hogy az
eredeti x; adatokat alkalmas moadon
transzformaljuk és a transzformalt adatok
atlagat visszatranszformaljuk.

» Példaul a geometriai kozépnel a log(x;)
transzformalt adatok atlagat szamitjuk, majd ezt
az exp(.) ,inverz transzformacioval” alakitjuk X, -
Ve.
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Miert kell tobbféle atlag?

Hogy melyik atlag realis, azt az alapsokasag
megoszlasanak tipusa donti el (Id. késobb)

Szamtani atlag realis szimmetrikus megoszlasnal.
Meértani atlag realis ,, log normalis” eloszlasnal,
pl. permetcseppek meéerete
Harmonikus atlag realis ,, exponencialis” eloszlasnal,
pl. tulélési ido inszekticidek alkalmazasanal
) Ny -
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_1 A minta jellemzoi

1. Gyakorisagi megoszlas
« Kvalitativ minta gyakorisagi megoszlasa
az egyes kategoriakba,osztalyokba eso esetszamok,
gyakorisagok (f, f,, fs,...),

vagy a relativ gyakorisagok (f,/n, f./n, f,/n,...)
felsorolasa.

Szokasos szemléltetése: oszlop-diagram, torta-
diagram
» Kvantitativ diszkret ismerv mintajanak gyakorisagi
megoszlasat megadhatjuk az egyes értékek
gyakorisagainak vagy relativ gyakorisagainak
felsorolasaval. Grafikonja ,,gereblye fogak” (bot)
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Folytonos valtozo mintajanak
gyakorisagi megoszlasa

* Legyenek a minta elemei X, Xy,..., X,

« Soroljuk az adatokat a legkisebbtol a legnagyobbig
c egyenlo kozl osztalyba

« az osztalyok szama legyen

. c = 1+3,3lgn, egészre kerekitve

« gyakorisagok: a k-adik osztalyba es6 minta elemek
szama: f,

osszeguk: ) f, =n
 relativ gyakorisagok : r, =f, /n
a relativ gyakorisagok osszege 1=100 %
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Hisztogram

- téglalapok sorozataval abrazoljuk a
gyakorisagokat vagy a relativ gyakorisagokat

* a k-adik téglalap alapja h (az osztalykoz)
magassaga f, vagy r,

- .‘g:_ = T
Uj Maparerszdy
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A minta jellemzoi
2. Centralis jellemzok

1. Kvantitativ minta medianja

 Median: nagysag szerint sorrendezett mintaelemek
- kozépso tagja, ha n paratlan
- a ket kozépso tag atlaga, ha n paros

« Bonyolultabb a median szamitasa, ha csak az
osztaly-gyakorisagokat ismerjuk (itt nem

részletezzuk)
 Median lényege: tole balra is, jobbra is ugyanannyi
adat van =
g |
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2. Kvantitativ minta atlaga (mean)

A minta atlagan a meért, vagy -szukseég esetén- a
transzformalt adatok szamtani atlagot értjuk

 Fobb tulajdonsagai
1) a y(x; —a)* négyzetosszeg akkora legkisebb,

ha a = X, aszamtani atlag

« 2) az atlag mértékegysége azonos az adatok
mertéekegységeével

« 3) az atlag skala-kezdopont fuggo, azaz, ha minden
adathoz egy a értéket adunk, az atlag is a-val valtozik

 4) az atlag mértékegyseég-fuggo, azaz, ha minden adatot
egy c ertékkel szorzunk, az atlag is c-vel szorzodik
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[/ Mezdgazdasag- Elelmiszertudomanyi és §

Pannon Egyetem

; 3 y e Georgikon Kar
[)  Komyezetgazdalkodasi Kar

Gyakorisagokkal sulyozoftt atlag-formula

Ha a mintaban az x; elem (lehetnek ezek
transzformalt adatok is) f.-szer fordul elo,
akkor az atlag (akar zseb-kalkuratorral is)
gyorsabban szamolhato.

K ) .

X
n

= e
Uj Maparerszdy
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¥ 3 y e Georgikon Kar
[)  Komyezetgazdalkodasi Kar

A Minta jeliemzol

3. Szorodas jellemzok
« Kvantitativ minta szorodasanak mertékei
A szorodasnak tobbféle mértékszama van, ezek kozul a
legfontosabb a széras
a szoras (s) ,,nagyjabol” ad = x; - x eltérések négyzetes
atlaga, jele: s, olykor S.D. (Standard Deviation).
Alapos okunk van arra, hogy n helyett n-1 —gyel

0sSszunk
a variancia (Var vagy s?) a szoras négyzete
Képletben:
1 2 1 —\2
vV . — v - | S.D.
ar =s n—1z . n—lz(x' x)

- — Lot e
Uj Maparerszdy
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[  Komyezetgazdalkodasi Kar 3 v A

Gyakorisagokkal sulyozott variancia-formula

Ha sok adatunk van és koztiik az egyes értekek
tobbszorosen, f gyakorisaggal fordulnak elb

( kiilonosen diszkreét valtozo eseten) akkor nincs
értelme minden adatot belitni a ,,gépbe”, a
szamitas egyszeriisitheto.

Ha a mintaban az x; elem (lehetnek ezek
transzformalt adatok is) fi-szer fordul elo, akkor a
szorasnegyzet (variancia) (akar zseb-kalkuratorral is)
gyorsabban szamolhato:

2 Z fi(xi _;)2 M Z fiXi2 _n(;)

n—-1 n-1

2

S

e
Uj Megarzrszés
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) Komyezetgazdalkodasi Kar 3 v A

A szoras fobb tulajdonsagai

 mertekegysége azonos az adatok
mertékegységevel

» a szoras kezdopont-fuggetlen, az x.+a
adatok szorasa azonos az x;, adatok
szorasaval.

* A szoras mertekegyseg fuggo,
pontosabban a cx; adatok szorasa |c|-
szer akkora, mint az x; adatok szorasa

~ —-4)';.—\4 —
Uj Mlepaeiezty -
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Pannon Egyetem

; 3 y e Georgikon Kar
[)  Komyezetgazdalkodasi Kar

Az atlag hibaja (szérasa)

e a szoras (s) valéjaban egyetlen mintaelem
,megbizhatatlansagat” meéri.

A minta-atlag annal pontosabb minél nagyobb a
mintanagysag (n)
X, megbizhatatlansagat” méri az atlag hibaja, s -
vagy S.E. (Standard Error)
« Szamitasa
s-=S.E=s/n

tehat pl., ha a mintaelemek szamat meg-16-szorozzuk,
az atlag pontossaga meg-4-szerezodik
N
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Pannon Egyetem

; 3 y e Georgikon Kar
[)  Komyezetgazdalkodasi Kar

A relativ szoras (CV, variacios koefficiens)

CV% =100s/ x %

« akkor ertelmes, ha az adatok pozitivak

- s és x is mértékegységfiiggé ( azonos
dimenzidjuak ) hanyadosukbol kiesik a
mértékegyseég, ennélfogva szemléletesebben (%-
ban) méri a szérodast

. értéke 0%-t6l 100Vn %-ig eshet
(tehat lehet 100 %-nal nagyobb is)

> ¢¢‘>’K—“.—"4 —
Uj Mlepaeiezty -
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[  Komyezetgazdalkodasi Kar

Kvalitativ minta jellemzoi

« Kvalitativ mintanal atlagrél nem beszélunk, (kivéve, ha
valtozatait kvantifikaltuk)

« Variabilitasat diverzitas mutatokkal mérhetjuk.

 Legyenek az egyes kategoriakba es6 egyedek
gyakorisagai f,, f,, ..., f_, 0sszeguk n

 Simpson-Yule féle diverzitasi index
D. =1-> (f./n)?, maximalis értéke 1-1/c
« Shannon-Weaver féle diverzitasi index
Ds.w=-2 (f/n)In(f/n),
maximalis értéke Inc, ahol ¢ a kategoriak szama

- — Lot e
Uj Magnarerszéy
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; 3 y e Georgikon Kar
[)  Komyezetgazdalkodasi Kar

7 mu

[] Az alapsokasag jellemzoi

 Megoszlas
- suruseg fuggveny
- eloszlas fuggveny
» sokasagi atlag (varhato ertek)
» sokasagi variancia eés szoras
- kvalitativ ismeérvnel: diverzitas

> ¢¢‘>’K—“.—"4 —
Uj Mlepaeiezty -
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[  Komyezetgazdalkodasi Kar

Megfeledkezve a matematikai szabatossagrol,
gondolatban tekintsuk mintanak a teljes sokasagqot.

Ekkor a minta jellemzoi ,,atnonek” az alapsokasag
jellemzoive:

« arelativ gyakorisagokbdl valoszinliseg (p) lesz

« a,gereblyébol” valoszinuség eloszlas lesz

 a hisztogrambdl ,;slrliség fuggveny,, lesz

 a minta atlagabél varhatoé ertek () lesz

 a minta szorasbol sokasagi szoéras (o) lesz

« kvalitativ minta diverzitasa atmegy a sokasag

diverzitasaba

e
Uj Megarzrszés
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Alapsokasag statisztikai megoszlasa

Kvalitativ ismerv statisztikai megoszlasat az
ismeérv valtozatainak (kategoriainak) a
populaciobeli relativ gyakorisagaval adjuk
meg (pl. 20% - 50 %- 30 %).

Kvantitativ ismerv statisztikai megoszlasat a
gyakorisagi megoszlassal (suruségfuggveny)
vagy a kumulativ gyakorisagi megoszlassal
(eloszlasfuggveny) jellemezzuk
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* A surusegfuggveny diszkret esetben az ismeérv x,, X,
..., X,..lehetséges értékeinek valosziniisegeibol
(sokasagi relativ gyakorisagok) all: p(x,), p(Xs), .-,
p(x.),.., vagy tomorebben, p,, p,,...,pP,, 0Sszeguk 1. A
,valoszinuség” megjeloles itt azt jelenti, hogy ha
példaul az X ismérv értéke az alapsokasag 30%-ban
X,, akkor egy véletlenszeruien kivalasztott egyed X
ertéeke 30% valoszinlséggel x, lesz.

- — Lot e
Uj Maparerszdy
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[)  Komyezetgazdalkodasi Kar

Pelda diszkret valtoz6 gyakorisagi
megoszlasara

 Legyen az alapsokasag a ketgyermekes csaladok
sokasaga a foldunkon a multban, a jelenben, és a
jovoben.

 Legyen X ismeérv e csaladokban a fiuk szama, X
lehetséges ertékei 0, 1, 2,

« Kimutathato, hogy a kétgyermekes csaladok 25 %-
aban nincs fiu, 50%-aban 1 fiu van, és 25%-aban
mindkét gyermek fiu.

; e R
N I
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Pannon Egyetem

4 3 y e Georgikon Kar
[ Koémyezetgazdalkodasi Kar

A peélda folytatasa

« X valoszinuség-eloszlasa

P(X=0)=p,=0,25=25%
Botdiagram
<ol ) P(X=1)=p,=0,50=50%
P(X=2)=p,=0,25=25%
259% L osszesen 100%

0 1 2 Uj Megrarerz2éy -
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 Folytonos esetben az ismérv suruségfuggvenye
egy nemnegativ p(x) vagy f(x) folytonos fuggveny,
amely alatt a terulet egységnyi. llyen példaul a jol ismert
Gauss-féle haranggorbe.

« A surusegfuggveény lényege
a sokasagnak az a részaranya, amely a és b érték kozé
esik, a surusegfuggveény alatti terulet méroszama az (a,
b) intervallum folott,

b

képletben P(a<x<b)= [ p(x)dx

a

Itt a ,,P” a probability (valésziniség) szora utal.

e
Uj Megarzrszés
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Az eloszlasfiiggveény, F(x)

 az alapsokasag azon részaranya, amelybe tartozé
egyedeken a széban forgo X ismerv értéke x-nél
kisebb. Mas széval, F(x) annak a valészinusége,
hogy egy véletlenszerien valasztott egyeden X<x
lesz, azaz

F(x)=P(X<Xx).
Az alapsokasag (a,b) intervallumba tartozo
egyedeinek részaranyat a suruségfuggvénnyel és az

eloszlasfuggveénnyel is kifejezhetjuk:
b

P(a<x< b):J' p(x)dx = F (b) - F(a)

a

e
Uj Megarzrszés
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Varhato ertek (sokasagi atlag) eés szoras

« Az alapsokasag atlagat varhaté éertéeknek nevezzuk, a
tovabbiakban p-vel jeloljuk, az alapsokasag
szorasanak jele 0. Ez az alapsokasag két legfontosabb
parameétere. Képzésuk a mintabeli megfeleloik
értelemszeru kiterjesztésével torténik:

diszkrét esetben 1= X, p(x,), o? =3 (x, — 1) p(x,)

folytonos esetben 4= [xp(x)ix o® = [ (x = )" p(x)dx

— 00

« M asuraségfuggveny sulypontja. BT 78 e
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7 mu

Kvalitativ valtozo jellemzoi

« Kvalitativ sokasagi atlagrél nem beszélunk
« Variabilitasat diverzitas mutatokkal mérhetjuk.

 Legyenek az egyes kategoriakba sokasagi relativ
gyakorisagai p,, p,, ..., P, 0sszeguk 1 (100%)

« Simpson-Yule féle diverzitasi index
Ds =1-> p, %, maximalis értéke 1-1/c
« Shannon-Weaver féle diverzitasi index
Ds.w=-2PIn(Py),
maximalis értéke In(c), ahol ¢ a kategoriak szama
(Mindkett6 akkor maximalis, ha p,= p,= ...= p.)

e
Uj Megarzrszés
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Ismeretek a varhato értéekrol

A varhato éertéket a tovabbiakban g szimboélum mellett
E(.) —vel is jeloljuk, tehat y= E(X). Két alapveto
tulajdonsaga:

E(a +c,X; + c,X,*+...)= a +c,E(X,)) + C,E(X,) + ...

ahol X,, X,, ...X, tetszOleges véletlen valtozok és a, ¢, C,
tetszoleges konstansok.

Spemallsan.
E(a)=a; E(cX)=CE(X); E(X+Y)= E(X)+E(Y); E(X-Y)=E(X)-E(Y)

A varhato éertek egy masik fontos tulajdonsaga:
E(XY)=E(X)E(Y) , ha X és Y fliggetlenek P21 IENcH
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Komyezetgazdalkodasi Kar

Ismeretek a sokasagi varianciarol és szérasrol
Sem a szoras, sem a variancia altalaban
nem additivak
Ha viszont X;, X,, ...X, fuggetlenek, akkor

Var(a +c, X, + c,X,*+...)= ¢,2Var(X,) + c,2Var(X,) +...

ahol a, c,, c, .. tetszoleges konstansok.
Specialisan:

Var(a)=0; Var(cX)=c?Var(X), és
ha X és Y fuggetlenek, akkor
Var(X+Y)= Var(X)+Var(Y); Var(X-Y)=Var(X)+Var(Y)

= e
Uj Maparerszdy
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(ﬁ Mezdgazdasag- Elelmiszertudoményi és H } Gabraikon Kot
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A sokasagi atlag és variancia szabalyainak
nehany kovetkezménye a mintara vonatkozéan(1)

Felhasznalva,hogy a minta elemei X, X,, ...X,
fuggetlen valtozok, igazolhatok az alabbiak

* A mintabeli relativ gyakorisag (f/n)
- varhato ertéke azonos a sokasagi relativ

gyakorisaggal (p)
- varianciaja pedig: Var (f/n) = p(1- p)/n

> ¢¢‘>’K—“.—"4 —
Uj Mlepaeiezty -
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A sokasagi atlag és variancia szabalyainak
nehany kovetkezménye a mintara vonatkozéan(2)

A minta atlaganak ( x a mintavetel elott)
- varhato értéke azonos a sokasagi atlaggal

E(x)=n
- varianciaja pedig:

Var (x) = 0?/n
- igy az atlag szoérasa
o =ohn

= s S
Uj Maparerszdy
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A sokasagi atlag és variancia szabalyainak
nehany kovetkezménye a mintara vonatkozoéan (3):

Két minta-atlag eltérésének varhatoertéke és szdérasa

 Tekintsunk ket (idegen) sokasagot (1. és 2.), paramétereik
M, és o, illetve y, és o,.

* Vegyunk az 1. sokasagbol n, elemu mintat, a 2.-bol n,
elemit, az atlagokat (a mintavetel elott) jelolje rendre

x ill.y .

Jelolje D a ket atlag eltérését, ennek varhato érteke es
szorasa jelentos szerepet kap a biometriai vizsgalatokban
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J - ; s Georgikon Kar
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Két minta-atlag eltéresének... (folytatas)
Megmutathato, hogy

- az eltérés varhatoé értéke y-=E(X -Y)=u, — u,

D_

r . = 2 s 1 (71 0'2
- €s a varianciaja o-=Var (X -Y)=—:+
nl n2
- Specialisan e
N s B 2
ha o, = 0, = 0, akkor G__[n1+n2]6

2
2 2
és ha emellett n, =n, =n, akkor  “o =(—j0

- — Lot e
Uj Maparerszdy
A projekt az Eurdpai Unid tamo gatdsawval, az Eurdpai
Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval valdsul meg

Kutatoi palyara felkeszito modul — komyezetgazdalkodas TAMOP 4 1.2-08/1/A-2009-0032 szamt projekt




—; Debrecen Egyetem
[/ Mezdgazdasag- Elelmiszertudomanyi és §

Pannon Egyetem

- ; s Georgikon Kar
Komyezetgazdalkodasi Kar

Fontosabb sokasagi megoszlasok

» Diszkret valtozok eloszlas-tipusal
- Binomialis eloszlas
- Hipergeometrikus eloszlas
- Poisson eloszlas
* Folytonos valtozok eloszlas-tipusal
- Egyenletes eloszlas
- Exponencialis eloszlas
- Normalis eloszlas
- ,Normalisbol szarmaztatott” eloszlasok

= e
Uj Maparerszdy

A projekt az Eurdpai Unid tamo gatdsawval, az Eurdpai
Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval valdsul meg

Kutatoi palyara felkeszito modul — komyezetgazdalkodas TAMOP 4 1.2-08/1/A-2009-0032 szamt projekt




7"‘ Debrecen Egyetem
[/ Mezdgazdasag- Elelmiszertudomanyi és §

Pannon Egyetem

¥ 3 y e Georgikon Kar
[)  Komyezetgazdalkodasi Kar

Binomialis eloszlas

* \Vegezzunk n kiserletet, melyek mindegyikeben p=P(A)
esellyel kovetkezik be a bennunket érdeklo ,A” esemény és
g=1-p eséellyel nem kovetkezik be (ilyen pl. a ,visszateveses
mintavétel is véges sokasagnal)

 Legyen X az ,A” bekovetkezésenek szama az n kisérletbdl, X
nyilvan diszkrét véletlen valtozo, melynek lehetseges ertekei
0,1,2,.., n. Az X valtozo eloszlasat n, p paramétert binomialis
eloszlasnak nevezzuk. Az X=k ,esemeény” valdészinuseget p,-
val jelolve, kimutathato, hogy

n
o, -p0 =0 [[p'a L em0nz
« X varhato erteke es varianciaja: = -
ILI = np G & — npq Aektogatéséval,azEurépai
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Hipergeometrikus eloszlas

 Egy N elemu sokasagban legyen valamely ,A” tulajdonsagu
egyedek szama S, ezek aranya p=S/N

« és ,visszateves nelkul” valasszunk ki n egyedet.

* Legyen X a kivalasztottak kozott az ,A” tulajdonsaguak szama.
X diszkret valtozo, melynek lehetséges ertékei 0, 1, 2,.,(max)n.
Az X véletlen valtozo eloszlasat n,N,S paramétert
hipergeometrikus eloszlasnak nevezzuk. Az X=k ,esemeny”
valészinusegét p,-val jelolve, kimutathato, hogy

n-1
k J\n-k 2
. (k=0,1,2,..n) H=0NpP, o  =Nnpq (1— j
A projekt az Eurdpai Unid tamo gatdsawval, az Eurdpai
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A Poisson eloszlas (ritka események eloszlasa)

a binomialis eloszlas hataresete, ha n igen nagy és p pici.
Ekkor az np =u jeloléssel az X=k eset valdszinlsége:

k
- JI8

ki
A Poisson eloszlasu X valoszinusegi valtozo varhato erteke
es szorasnegyzete egyarant a uy parameter.

p, =P(X =k)=¢

Példa: ha egy teruleten bizonyos novény vagy rovaregyedek
véletlenszerlen ,szorodnak”, akkor az egysegnyi teruletre eso X
egyedszam Poisson eloszlasu, y az egysegnyi teruletre esé atlagos
egyedszamot jelenti

= e
Uj Maparerszdy
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Exponencialis eloszlas

Alkatreszek élettartama, rovarok tulelési ideje a
rovarirto szer kipermetezesetol szamitva (és altalaban
véletlen idotartamok, tavolsagok) kozelitéen
exponencialis eloszlasuak

C suirlségfuggvenye p(x)=4-¢™ ha x>0 kilénben p(x)=0
« eloszlasfliggvénye F(x) = 1 — e™ (x>0)
« varhato érteke 1/A, szérasa ugyanennyi

* Felezesi idonek nevezzuk azt a T erteket, amelyre

F(T)="%,azaz T = (In 2)/\ = 0,69/A

= e
Uj Maparerszdy
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Normalis eloszlas

* A normalis eloszlas a legfontosabb folytonos eloszlas
+ sliriségfiiggvénye p(x)-—Lt_ep| L. x=x)
gruggvenye p(x) 5 73 N

« ahol y es o anormalis eloszlasu ismérv varhato
ertéke ill. a szorasa, kepe a Gauss-fele haranggorbe

« A normalis eloszlas-csalad tehat két-parameterd,
jeloljuk  N( u, o)-val.

« Ecsaladbana py=0 és o=1 parameteru esetet
standard normalis eloszlasnak nevezik. A
surisegfuggvenyet p(x) helyett konvencionalisan er(u) -
val jelolik, eloszlasfuggvenye pedig F(x) helyett < (u).

- — Lot e
Uj Maparerszdy
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Atszamitas = (u)-bol F(x) —re (Normalis eloszlas folyt.)

 Aer(u) ésa<(u) fuggveny tablazatba foglalva
megtalalhato minden statisztika temaju konyvben
(Excelbdl is kikereshet0)

« Tetszbleges N( u, 0 ) eloszlas eloszlasfuggveéeny éertéke —
F(x) — kiszamithat6 a standard normalis
eloszlasfuggvenybdl. Az ,atszamitas™

X —

o)

« Eszerint egy N( u, o) eloszlasu alapsokasagnak az (a,b)
kOozbeesO egyedeinek részaranya:

F,.(x)=0

= e
Uj Maparerszdy

A projekt az Eurdpai Unid tamo gatdsawval, az Eurdpai
Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval valdsul meg

Kutatoi palyara felkeszito modul — komyezetgazdalkodas TAMOP 4 1.2-08/1/A-2009-0032 szamt projekt




- Debrecen Egyetem
" Mezdgazdasag- Elelmiszertudomanyi és

Pannon Egyetem

- ; s Georgikon Kar
Komyezetgazdalkodasi Kar

Atszamitas = (u)-bdl F(x) —re (Normalis eloszlas folyt.)

Az atszamitasi formula szerint egy N( y, 0 ) eloszlasu
alapsokasagnak az (a,b) kozbeesO egyedeinek

reszaranya:
Pla<x<b)=F()-F(a)=d(u, ) @(u,)

ahol - a— u

Megjegyezzuk, hogy tetszbleges eloszlasu X valtozo
standardizéltjignak nevezzik az y _ (X —#)

(o}

valtozot. Ennek varhato értéeke mindig 0 es szorasa 1 FlE==. -
Uj Mlepaeiezty
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Normalis eloszlas(ok)bdl képzett statisztikai eloszlasok (1)

Véletlen valtozok fliggvenyei is véletlen valtozok.

1) Lognormalis eloszlasunak nevezzuk X valtozoét, ha logX normalis
eloszlasu.

2) n fuggetlen” standard normalis eloszlasu véletlen valtozo
négyzetdosszege n szabadsagfoku chi? eloszlasu valoszinliségi
valtozo, tehat:

ahol az X; valoszinlseégi valtozok ,fuggetlen”, N(0,1) eloszlasuak. A
fuggetlenseg durvan azt jelenti, hogy nincsenek kapcsolatban
egymassal (de erre még kitértnk).

= s S
Uj Maparerszdy
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Normalis eloszlas(ok)bol képzett statisztikai eloszlasok (2)
« 3) At-eloszlas

» Legyen X standard normalis eloszlasu és »°w chi?
eloszlasu valtozo, legyenek fuggetlenek. Ekkor a

véletlen valtozo eloszlasat n-szabadsagfoku t-
eloszlasnak hivjuk (Student-eloszlas)

- .‘g:_ = T
Uj Maparerszdy
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Normalis eloszlas(ok)bol kepzett statisztikai eloszlasok (3)

« 3) Az F-eloszlas

« Ket fuggetlen chi2 —eloszlasu valdszinlségi valtozo

legyen .
Z[ZmJ & Z[Zn]

 Ekkor az )
Ximp ! M

Fimal =

* hanyados F-eloszlasu, m,n szabadsagfokokkal.

- .‘g;_ = T
Uj Maparerszdy
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| Parameéter becslés és
konfidencia intervallum

 Parameterbecslées(1)

« Az alapsokasag valamely 6 paraméterét (lehet ez y, o,
0, regresszios allandok, stb.) minta alapjan becsuljuk. A
becsult értek, a mintaelemek valamely T(X1, X2, ...,Xn)
fuggvénye. E fuggvenyt igyekezni kell gy valasztani,
hogy varhato értéke 0 legyen (torzitatlansag) €s
szorasa a lehetl legkisebb legyen.

- — Lot e
Uj Maparerszdy
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 Paraméterbecslés(2)

 Ha pl. 0 az alapsokasagban egy ,,A” tulajdonsag
relativ gyakorisaga, 8 = p =P(A), akkor a mintabeli
relativ gyakorisag (f/n) torzitatlan becslése p -nek,
hiszen E(f/n) = p.

Ugyanigy, a mintaatlag az alapsokasag p atlaganak
torzitatlan becslése, hiszen E(x ): p

« Tovabba s? torzitatlan becslése ¢2 -nek

Megmutathato, hogy mindharom minimalis szérasu a
lehetséges becslések kozott.

; e R
N I
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« Paraméterbecslés(3)
* A becslési elvek (kriteriumok)

kozul a két leggyakrabban alkalmazottat emlitjuk: a legkisebb
négyzetek elvét (LN) és a legnagyobb valésziniiség elvét (ML,
maximim likelihood).

1. A legkisebb négyzetek elvét hasznaljuk tobbek kozott
regresszidés paraméterek meghatarozasanal. Ha az
alapsokasagban pl. linearis osszefluiggést feltételeziink ket
ismérv, X és Y kozott, Y =o + pX akkor a paramétereket az
yi- (a+bxi) eltérések négyzetosszegenek minimalasaval
becsuljuk, itt xi, yi az i-dik mintaelemnél kapott ket ismérvérték,

a=a; p[=D0

; e R
N I
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e 2. Amaximum likelthood

becslési elv lenyege: 0 becsléseként azt a
érteket fogadjuk el, amely mellett a kapott
(realizalt) minta esélye a leheto legnagyobb.

« Példaul a sokasagi relativ gyakorisag
(valészinuség) ML-becslése a mintabeli
relativ gyakorisag:

N

p =f/n, a mintabeli relativ gyakorisag.

; e R
N I
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Konfidencia-intervallum
(megbizhatosagi hatarok)

Egy sokasagi parameter becsult értéke meg hibaval
terhelt, amit a szorasa jelez. A becsult ertekbol az
alapsokasag tenyleges paramétererteke csak
hibahataron belul allapithatdo meg.

Ezt a célt szolgalja a konfidencia-intervallum (also
hatara L (lower), fels6 hatara U (upper)).

A 6 paraméter pl. 95%-0s konfidencia-intervalluma (L,U)
egy olyan szamkoz, amely 95%-os valészinlséggel
lefedi a valodi 6 paramétert:

> ¢¢‘>’K—“.—"4 —
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Elso peldakent

kepezzunk 95%-0s konfidencia intervallumot egy N(u, o)
eloszlasu X sokasag p varhato értékére, legyen o ismert.

Ekkor A=1,96 % , un. hibahatar jeloléssel a sokasagi

atlag (4) 95% biztonsaggal

L = mintaatlag — A és U = mintaatlag + A

kozé esik .

Ha a szoras nem ismert, azt a mintabol becsult szorassal

(s-sel) helyettesitjuk és 1,96 helyett megfelelo ,t erteket”
irunk (Id. kesébb).

> ¢¢‘>’K—“.—"4 —
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Masodik példakent
- az alapsokasagbeli ismeretlen relativ gyakorisagra
(p) keressunk konfidencia intervallumot.

* Legyen r=f/n a mintabeli relativ gyakorisag

 Ha a mintanagysag (n) legalabb 10, p-nek a 95% -o0s
konfidencia hatarai (L,U) — jo kozelitéssel - az alabbi,
p -ben masodfoku egyenlet ket gyoke

n(r—p)?=3,84p(1 - p)

= e
Uj Maparerszdy
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Statisztikai kovetkeztetés:
Hipotezis vizsgalat, statisztikai probak

A hipotezisvizsgalat elve (1)

« A statisztikai hipotézisvizsgalat arra iranyul, hogy az
alapsokasag(ok)ra vonatkozoan megfogalmazott

feltevéseket minta alapjan ellendrizzuk, elfogadjuk, vagy
elvessuk.

« A kisérlet (megfigyelés) elott kerdéseket fogalmazunk
meg az alapsokasagra vonatkozoan,

 majd ezeket formalisan hipotéezisekbe ontjuk:
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A hipotezisvizsgalat elve (2)

 Barmi is az igazolni kivant hipoteézis, eloszor meg kell
fogalmaznunk a H,, u.n. null-hipotezist

* A null-hipotézist mindig tagado ertelemben fogalmazzuk:

a kezelésnek nincs hatasa, két alapsokasag atlaga nem
kulonbozik, ket ismérv nem korrelal, stb.

* A H, munkahipotézishez u.n. ellenhipoteézist csatolunk, H,,
ez altalaban a H, egyszeru tagadasa, neha viszont az
ellenhipotézis valamely iranyu egyenlotlenséget fejez ki, pl.
M,>H, (2 2.sokasag atlaga nagyobb az 1.sokasag atlaganal)
/ld. késobb: egy- illetve kétoldali proba/

El
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Ipotezisvizsgalat elve

* A hipotézisvizsgalathoz mintat veszunk, adatokat
kapunk

« Az ellenhipotezist is figyelembe véve, kiszamitjuk a
kapott- és annal szélsoségesebb mintak egyuttes
eseélyet, ha a null-hipotézis igaz

 Ha ez az esély (P) tul kicsi, elutasitjuk a H, hipotézist és
elfogadjuk a H hipoteézist

- HaP ,elég nagy”, akkor elfogadjuk a H, hipotezist

« Azt, hogy mely P éertéket tekintjuk elég kicsinek, a kutaté
donti el a vizsgalt kérdeéstol fuggoen. Konvencialis
értekei a = 5%(=0,05) vagy 1%(=0,01) vagy 0,1%(=0,001).
a neve: szinifikancia szint

» Szignifikanciarodl beszélunk, ha elutasitjuk a H,-t, de
hozza kell tennunk, hogy mely a ,,hibaszinten’

lllllllllllllll
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A hipotezisvizsgalat elve (4): dontési hibak
 Mivel a minta estetleges, a statisztikai dontées mem

abszolut ervenyi, hibas lehet, erre utal a ,,szignifikans”
Jjelzo

« a statisztikail tevedes ket fajtaja: az elso6- es a masodfaju
hiba.

« Tevedhetiink ugy, hogy az alapsokasagban HO igaz,
megis elutasitjuk, ennek eselye a (elso fajta hiba),

és ugy is, hogy a hamis nullhipotezist elfogadjuk
(masodik fajta hiba), ennek esélye B, ertéeke fiigg attol,
hogy HO helyett pontosan mi igaz

e
Uj Megarzrszés
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A hipotezisvizsgalat elve (5): Modell-példa

« » Vizsgaljuk egy kisteleplilésen az ujsziilottek kozott a
fia:leany aranyt.

* aHynull-hipotézis: a fiu:lany arany 50:50%

A minta: a telepulés szulootthonaban adott honapban 1
leany és 7 fiu szuletik (n=38)

« A P esély itt egyszeri valoszinluségszamitasi
meggondolassal kozvetlenul szamithato

A) egyoldali proba

- Ha az ellenhipoteézis (H,) az , hogy a telepulésen tobb fiu

szuletik mint lany (egyoldali ellenhipotezis), akkor a

mintanal szélsoségesebb csak az az eset, hogy mind a 8
ujszulott fiu, azaz P = P(0 vagy 1 leany)
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* A modell-példa folytatasa

* A leanyok szama a mintaban Binomialis eloszlasu
n=8 és p=0,5 paraméterekkel, eszerint
P =P(0 vagy 1 leany) = 0,5% + 8x 0,58 = 0,035 = 3,5%
- mivel 3,5% < 5%, a H, hipotézist a = 5%-0s
szignifikancia szinten elutasitjuk és a H, hipotézist
fogaduk el: a telepulésen szignifikansan tobb fiu

szuletik, mint leany

= e
Uj Maparerszdy
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A modell-pelda folytatasa

B) kétoldali proba

» Ha az ellenhipoteézis (H,) az , hogy a telepulésen nem
50%:50% az ujszulottek fiu:leany aranya (kétoldali
ellenhipotézis),

- akkor figyelembe kell venni a ,,legfeljebb egy fiu”
esetet is, igy

P = P(0 vagy 1 leany) + P(0 vagy 1 fiu)
=2%0,035=0,07 =7%
Mivel P>5%, elfogadjuk a fele fiu, fele leany hipotézist

> ¢¢‘>’K—“.—"4 —
Uj Mlepaeiezty -
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Hipotézisvizsgalat (6)

« a P hiba-esély kiszamitasa ritkan megy kozvetlendl

 altalaban a mintaelemekbdl el6szor képezunk egy
alkalmas fuggvenyt (proba fuggveny, statisztika, ST(.))

e statisztika (mint véletlen valtozo) eloszlasa H,
fennallasanak feltételezésével meghatarozhato

« kiszamoljuk az ST statisztikat a kapott mintara, majd - az
ellenhipotézist is figyelembe veve - megallapitjuk annak
eselyét, hogy H, fennallasa estén ST legalabb olyan
szelsOseges ertek mint amit mintabol szamoltunk, ez P

« az eljarasokra szoftverek allnak rendelkezésre

; e R
N I
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Hipotézisvizsgalat (7): példa
» lllusztralaskent vizsgaljuk egy bizonyos ,kezelés™ hatasat n
mintaegyeden. Az i-edik egyeden a jelzoértek legyen a
kezelés elott x,,;, utana x;;, a novekmeny X, = X;i- Xg;
» Tegyuk fel, hogy {x;} az N(0,0) eloszlasu alapsokasag egy
reprezentacioja
* Az ismeretlen o szorast az x; =adatokbol becsuljuk, s

» A kezelés hatastalan volta esetén az X=X,-X, v.valtozo
varhato értéke p=0, ez a HO. HO fennallasa esetén a

X -0
WA

statisztika n-1 szabadsagfoku t-eloszlasu v. valtozo

> ¢¢‘>’K—“.—"4 —
Uj Mlepaeiezty -
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Hipotézisvizsgalat (8): a példa folytatasa

« Kiszamitva a t-érteket a mintabol es a szamitott érteket
osszehasonlitva a t- tablazatbeli a-szintu kritikus ertékkel,
megitelhetjuk a kezelés-hatas szignifikanciajat

* Legyen peldaul n=20, es t=1,9. Mivel a tablazatbeli erték
ketoldali proba esetén (azaz H,: p=0) a= 5%-0s szinten 2,09,
és ennél 1,9 kisebb, elfogadjuk a H, hipotezist ( az eltérés nem
szignifikans!),

» Ha viszont az ellenhipotézis H;: y>0 (azaz jo okunk van arra,
hogy pozitiv kezeléshatast feltételezzunk), akkor egyoldali
probat alkalmazunk, elfogadjuk a H;:hipotezist, mert t
tablazatbeli erteke a= 5%-nal 1,78, ennél 1,9 nagyobb, a
kezelés hatasa tehat szignifikans

- — Lot e
Uj Magnarerszéy
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Ellenorzo gyakorlatok

. Vegyunk fel legalabb n=10 elem( pozitiv mintat (adatot).
Szamoljuk ki e minta jellemzdit (atlagok, atlagos eltérés, szoéras,
az atlag hibaja, relativ szoras). Rakjuk nagysagi sorrendbe az
atlagokat. Ellenérizzik a Y k-3 «x*-nlf egyenléséget.

. Legyen x1>0 és x2=x3=....=xn=0. Mutassuk meg, hogy ez
esetben s?=n( x)2.

. Egy n=25 elem( mintaban f=10 egyed rendelkezik egy ,A”
tulajdonsaggal. Adjuk meg a mintabeli relativ gyakorisagot es
ennek hibajat (szorasat).

. Egy diszkret kvantitativ ismeérv lehetseges ertekei 0, 1, 2. Ezek
részaranya az alapsokasagban p0=0,20=20%, p1=0,30=30%,

pP2=0,5=50%. Szamoljuk ki az ismeérv varhato érte 5Z.
dj Mearerz2éy
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Ellenorzo gyakorlatok (folytatas)

Irjuk fel az n=2, p=0,6 paraméter{ binomialis eloszlas p0, p1, p2
tagjait. Mennyi u és o?

« Egy N(12;2) eloszlasu alapsokasag egyedeinek hany %-a esik a
(8;12) intervallumba? ( ®(1)=0,841 )

 Legyenek X1, X2, ...,Xn azonos eloszlasu fuggetlen v.-valtozok y és
o parameéterekkel, tovabba c1, c2, ..., cn konstansok, melyek
osszege 1. Igazoljuk, hogy az Y= c,X;+ c,X,+...+c X, sulyozott atlag
varhato értéke , varianciaja +2éc? .

« Szamoljuk ki a normalis eloszlasu v. valtozo p varhato ertekének
95%-0s megbizhatdsagi intervallumat, ha n = 10 eleml mintabol
x=5 S s=2.

* Adjunk az alapsokasag valamely p aranyara 95%-0s konfidencia

~ns

intervallumot, ha n=10 mintegyedbdl a relativ gyakori s
I7 SISt ERY
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