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Egyvaltozés differenciadlegyenletek

Lovics Gabor

Alapfogalmak

A feladat
Explicit formaban adott elsérendii differencidlegyenletnek hivunk egy olyan feladatot, ahol az ismeretlen
egy figgvény: x(t), és ismeretes egy fiiggvényszerd kapcsolat ¢, x(t) és &(t) kozott. Az ilyen feladatok
altalanosan:
z=F(t,z) (x)

alakban irhatok fel. Az egyenlet altaldnos megoldésan ebben az esetben is egy olyan formulat értiink, amellyel
az Osszes megoldas kifejezhets. Ha (*) mellett még azt is megkoveteljiik, hogy a fliggvény egy adott pontban
egy adott értéket vegyen fel, vagyis ha adott egy

Ji(to) = X0

alaku feltétel, akkor a feladatot mar kezdetiérték-feladatnak nevezziik.

Szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletek

A legegyszeriibb eset
Szétvalaszthatd valtozdjunak hivunk egy differencidlegyenletet, ha felirhato

&= f(t)g(x)
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alakban. Ennek megoldésa:

Feladat
Keressiik meg azokat a fiiggvényeket, melyekre teljesiil a kovetkezs Gsszefiiggés!
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Abrézoljunk néhanyat a megoldasok koziil, és keressiik meg azt, amelyre teljesiil, hogy x(0) = 1!
Megoldas
A feladat nyilvan szétvéalaszthato ezért a megoldas felirhato a kovetkezd alakban:
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ahol c tetszéleges konstanst jelsl, és kiilonboz6 tetszoleges konstansok kozott nem tettiink kiilonbséget a
jelolésben. Ha ¢ > 0, akkor a fiiggvény a kovetkezGképpen abrazolhato:
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Ha megkoveteljiik azt is, hogy x(0) = 1 teljesiiljon, akkor ezt a megoldasba helyettesitve kapjuk, hogy

2
0+c
c=2.

=1

Vagyis a fiiggvény, ami kielégiti a kezdetiérték-feladatot az
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Linearis differencidlegyenletek

Linearis egyenletek
Egy konstans egyiitthatos linearis differencidlegyenlet a kovetkezd alaku:

b=+ azx.
Az ilyen alaku egyenletek konnyen megoldhatok a szétvalaszthato valtozok modszerével:
T =—ax+b,
ha x # g, akkor
r=Ce ™+ é
a



Autonom egyenletek

Fogalmak
Autonom differencidlegyenletnek hivjuk azt az esetet, amikor & nem fiigg kozvetleniil ¢-t6l, csak x-t6l.
Vagyis ekkor az egyenlet
&= F(x)

alakban irhato6 fel. Egy autoném differencidlegyenlet esetén egyensulyi allapotnak vagy fixpontnak nevezziik
azokat az a szdmokat, melyekre, ha 2(0) = a (vagyis a folyamat a-bol indul), akkor z(t) = a teljesiil minden
t-re (vagyis a folyamat a-ban is marad). Ezeket a szamokat ugy kereshetjiik meg, ha megoldjuk az F(x) =0
egyenletet. Ekkor ugyanis, ha a € R megoldasa az egyenletnek, akkor x(¢) = a konstans fliggvény megoldasa
az eredeti feladatnak, hiszen minden t-re

Az autonom differencidlegyenlet egyensulyi pontjait osztalyozni tudjuk stabilitas szempontjabol. Az a egyen-
sulyi allapotot stabilnak nevezziik, ha x(0) # a, de kozel van a-hoz, akkor x(t) — a. Instabilnak nevezziik,
ha nem stabil. Az autoném differecidlegyenletek stabilitasvizsgalatahoz nincs sziikség arra, hogy megoldjuk
az egyenletet. A megoldas helyett elég, ha megvizsgaljuk az tgynevezett fazisdiagramot, ami nem més, mint
az & = F(x) fiiggvény grafikonja. (A vizszintes tengelyen z, a fiigg6legesen & szerepel.) A grafikonrol leol-
vashatoak egyrészt a differencidlegyenlet egyensilyi pontjai, masrészt az is, hogy az egyensilyi pont stabil-e
vagy instabil. Ebben lényegében a fliggvényanalizisrél tanultak segitenek. Példaul, ha azt tapasztaljuk, hogy
x < a pontban & > 0, ez azt jelenti, hogy ha a fiiggvény a-nal kisebb értéket vesz fel, akkor a fliggvény
monoton novekedd, és igy kozelebb keriil a-hoz. Hasonléan, ugyanabban az z-ben azt tapasztaljuk, hogy
4 < 0, akkor a fliggvény monoton csékkend, ezért egyre tavolabb keriil a-t6l. Hasonloan targyalhato az x > a
eset is.

Példa egyvaltozoés fazisdiagramra
Abrazoljuk az
z=z(x—1)(z+2)

autoném differencidlegyenlet fazisdiagramjat, és vazoljuk ez alapjan a feladatot megoldo fiiggvények grafi-
konjait (vagyis az ugynevezett integralgdrbéket)!

Megoldas

A feladat felirasabol egyértelmii, hogy az & = 0 akkor, ha x = —2; x = 0; xz = 1. Vagyis ezek a pontok
lesznek a feladat stacionarius pontjai. Abréazoljuk a fazisdiagramot.

Mivel, ha = < 2, akkor az abra alpajan & < 0, ezért ebben az esetben az = cstkken. Hasonléan lolvashato,
hogy ha —2 < z < 0, akkor az x ndvekszik, ha 0 < x < 1 cs6kken. Végiil, ha 1 < x, akkor megint névekszik.
Ezeket a véltozasokat a vizszintes tengelyen piros nyilacskakkal jeloljiik.



Az abrarol leolvashato tehat, hogy a rendszer egyetlen stabil egyensilyi pontja a 0, az 1 és a —2 instabil
egyensulyi pontok. Ez azt jelenti, hogy az id§ el6rehaladtéval az 1 és —2 pontoktdl egyre téavolabb, mig
az 0 ponthoz egyre kozelebb keriiliink, ha valahonnan a kozelébsl indulunk. Igy mar fel tudjuk rajzolni az
integral gorbéket.




