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Gazdasagmatematika kozéphalad6 szinten
11. hét

Tobbvaltozos differencidlegyenletek

Lovics Gabor

Alapfogalmak

To6bbvaltozos differencialegyenletek
Elsfordul, hogy egy fiiggvény derivaltja nem csak Onmagéatol, hanem egy masik fliggvénytdl is fligg.
Példaul kétvaltozos esetben:

&= F(x,y,t)
y=G(z,y,t).
Tlyenkor tobbvaltozos differencidlegyenletrdl beszéliink. Magasabb rend( differencidlegyenletekrdl beszéliink,

ha az egyenlet bal oldalan nem az els6, hanem egy magasabb rendid derivalt szerepel. Egy masodrendi
differencidlegyenlet a kovetkezd alakban irhatoé fel:

i = F(i,z,1).

A magasabb rendii egyenletek visszavezethetGek alacsonyabb rendi, tobbvaltozds egyenletekre. Az el6bbi
méasodrendi egyenlet felirhat6é példaul a kdvetkezd alakban:

y=1a

y=Fly 1)
Ezért az altalanos megoldasi eljarasok és a numerikus modszerek a tobbvaltozos egyenletekre koncentrélnak.
T6bbvaltozos esetben is értelmezhetSek és fontosak az autoném differencidlegyenletek, és kétvaltozos esetben
fazisdiagram is készithets. Ezeknek is az a lényegiik, hogy a t explicit médon nem keriil bele az egyenletbe,
vagyis a kovetkezd alakban irhatok fel

&= F(z,y)

y=G(z,y).

Ebben az esetben is értelmezhetd az egyensily, illetve a stabilitas, lényegében ugyantgy, mint egyvaltozos
esetben, csak a fogalmakat kétdimenzids vektorokra kell atiiltetniink.

Autoném differencidlegyenletek
Kétvaltozos autonom linearis differencialegyenletek

Fontos specialis eset a kétvaltozos linearis differencidlegyenlet. Az ilyen feladatokat érdemes vektoros
alakba 4tirni. Jellje x = ( z ), X = ( ; ), és legyen A € R%2%2. Ekkor a feladat a kdvetkezd alakban

irhato fel:
x = Ax.



Ezek a feladatok analitikusan is megoldhatok, szamunkra viszont sokkal érdekesebbek az egyenstlyi pontok és
azok stabilitasanak vizsgalata. Az egyensulyi pontok megkereséséhez elegends az Ax = 0 linearis, homogén
egyenlet megoldéasa. Tudjuk, hogy A regularis, akkor ennek egyetlen megoldasa az x = 0. Ha az A szingularis,
akkor lesz egy origon atmend egyenes, melynek minden pontja egyensilyi pont, illetve ha A minden eleme
nulla, akkor minden pont egyensilyi pont.

Stabilitas és sajatértékek
Ahhoz, hogy a kapott egyensulyi pont stabilitidsat vizsgélni tudjuk, az A méatrix sajatértékeit és sajat-
vektorait kell megvizsgédlnunk. AlapvetGen harom esetet kiilonboztetiink meg.

1. Az A métrixnak két kiilonboz6 sajatértéke van (X, u); vagy egy sajatértéke van (\), amihez tartozik
két linearisan fiiggetlen sajatvektor.

2. Az A matrixnak egy valos sajatértéke van () és ahhoz csak linedrisan fliggetlen sajatvektor tartozik.
3. Az A matrixnak két komplex sajatértéke van: o + Si, és a — .
A harom esetet tovabbi alesetekre bonthatjuk.

1. (a) Ha mindkét sajatérték pozitiv, akkor instabil csomopontnak nevezziik.
(b) Ha mindkét sajatérték negativ, akkor stabil csomoépontrol beszélink.

(c) Ha a sajatértékek elGjele kiilonboz8, akkor nyeregpontrol beszélhetiink. Ez az eset kiilonosen
fontos a kozgazdasagi elemzésekben. Ahogy azt az abran is lathatjuk, ebben az esetben van egy
speciélis palya, ami stabil, vagyis ami az egyenstulyi ponthoz konvergdl, a tobbi instabil. Ha tehéat
a rendszeriink gazdasagi folyamatokat modellez, és képesek vagyunk valasztani valamilyen médon
a palyak kozott, akkor értelmes az a kérdés, hogy a valasztasunk stabil-e vagy sem.

1.1 instabil csomépont

1.2 stabil csomoépont



1.3 nyeregpont

2. (a) Ha az egy darab sajatérték pozitiv, akkor instabil elfajult csomoépontrol beszéliink.

(b) Ha az egy darab sajatérték negativ, akkor stabil elfajult csomopontrél beszéliink.

2.1 instabil elfajalt csomdpont

2.2 stabil elfajualt csomépont

(a) Ha a komplex sajatérték valos része negativ, akkor stabil fokouszpontrol beszéliink.
(b) Ha a komplex sajatérték valos része pozitiv, akkor instabil foktuszpontrol beszéliink.

(c) Ha a komplex sajatérték valos része nulla, akkor 6rvénypontrol vagy centrumrol beszéliink.
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3.3 centrum

Fazisdiagram

Példa tobbvaltozoés differencialegyenlet fazisdiagramjara
Egy gazdasagi modell megoldésa a kovetkezs differencidlegyenlet-rendszerre vezet

C =w(a—2bK)C
K =aK —bK? - C,

ahol a, b, w pozitiv paraméterek, K a téke, C' pedig a fogyasztast jelents valtozok, vagyis ezek is pozitivak.
Az egyensilyi pont megkereséséhez és stabilitasénak elemzéséhez nézziik meg, hol lesznek az a véltozok kiilon
kiilon stacionariusak. Az elsé egyenlet vizsgélata a C' = 0 pontok megkeresésére szolgal.

w(a —2bK)C =0

a— 20K =0
a
K==
2b




Ezekben a pontokban tehat a C értéke nem valtozik, ami geometriailag azt jelenti, hogy az abran jeldlt
fliggbleges egyenesen fliggdleges irdnyt mozgast nem végez a pont. De mi torténik a C-vel, ha nem vagyunk
rajta ezen az egyenesen? Vizsgdljuk meg elGszor azt az esetet, amikor K > g Ilyenkor C =w(a—2bK) < 0,
vagyis ebben az esetben a C' monoton cstkken. Ez azt jelenti, hogy ezekben a pontokban a fiiggéleges iranyu
elmozdulas lefelé torténik. Amikor K < gy, akkor viszont C = w(a — 2bK) > 0, vagyis ekkor C' monoton
novekszik, igy a fiiggbleges iranyt elmozdulas ekkor felfelé torténik.

Most a maéasodik egyenlet vizsgéalataval nézziik meg, hogy melyek azok a pontok, melyekben K =0. Az
egyenleteink alapjan ez akkor teljesiil, ha

0=aK —bK?>-C
C = K(a—bK).

Az 6sszefliggés alapjan elmondhaté, hogy a K, C koordinatarendszerben a pontok, melyek kielégitik ezt az
Osszefiiggést, a kovetkezd tulajdonségokkal rendelkeznek.

e Lefelé néz6 parabolat alkotnak.
e A parabola zérushelyei a K =0 és a K = 3.

e A parabola csticspontja a K = g;-ben vétetik fel.

A parabolan tehat a pontok nem végeznek vizszintes iranyt mozgast. Most vizsgéljuk, meg mi torténik
akkor, ha nem a parabolan helyezkedik el egy pont. Elszor nézziik meg, ha a parabola felett van egy pont,
vagyis ha C > aK — bK?. Ekkor KaK —bK? - C < 0, vagyis a K monoton csokkend, tehat a vizszintes
irdnyban balra mozdolunk. Most vizsgiljuk meg azt az esetet, amikor a parabola alatt vagyunk, vagyis
amikor C' < ak — bK2. Ekkor KaK — bK2 — C > 0, vagyis a K monoton ndvekeds, tehat a vizszintes
irdnyban jobbra mozdulunk.



Az elemzés folytatasahoz lényegében nem kell mas tenniink, mint hogy a két kapott abrat egy kozos koordi-
natarendszerben abréazoljuk.

Az abréat a két gorbe négy részre osztja. Ezekben a részekben a pontok mind mas-mas irdnyba haladnak.
Azt is leolvashatjuk, hogy a pontok a fliggsleges egyenesen éppen vizszintesen fognak athaladni, mig a
parabolédn éppen fiiggslegesen. Az Gsszes tobbi pontban valamiféleképpen ferde irdnyban mozognak a pontok,
az dbranak megfelel6 modon. Az is egybdl lathatd az abrarol, hogy a jobb fels6 és a bal alsé részbdl van
esélye a pontoknak kozelebb jutni az egyensulyi ponthoz. Valéban a két siknegyed kozott hizodik az egyetlen
stabil palya, tehat ez is egy nyeregpont tipust dinamikai rendszer.
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Az eredmény kozgazdasagi értelmezése

Eddig csak arra koncenraltunk, hogy a kapott dinamikai rendszert matematikai és geometriai szempontbol
értelmezziik. Most kicsit gondoljunk bele a valtozok kozgazdasagi tartalmaba. Ha megoldunk egy rendszert
ez azt jelenti, hogy ha valaki megad egy kezds (K, C) koordinatéat, akkor tudjuk, hogy onnantol hogyan
viselkedik a pont. Matematikailag nyilvan nincs kiilénbség a két valtozd kozott, de ne felejtsiik el, hogy az
egyik valtozo a tékét, a masik a fogyasztast jeloli. A két valtozo kozgazdasagi tartalma azért kiilonb6zs, mert



a rendelkezésiinkre allo téke egy adott idGpillanatban kiils6, megvaltoztathatatlan adottsag a szadmunkra,
leginkabb korabban hozott dontéseink eredménye. Azt, hogy mennyit fogyasztunk, viszont teljesen szabadon
donthetjiik el. Adott t6keszint mellé tehat megkereshetjiik azt a fogyasztasi szintet (a kezdeti pillanatban),
ami biztositja szamunkra, hogy az egyensilyi palyan mozogjunk.

Mit kezdjiink a bonyolult modellekkel?

A gazdasigi modellek gyakran a fentihez hasonlé bonyolult differencidlegyenlet-rendszer megoldasat
igénylik. Lathatjuk, hogy ez elég nehéz, hiszen példaul még a fenti viszonylag egyszerii esetben is meg-
lehetGsen bonyolult lenne az egyensilyi palya pontos meghatarozasa, ha pedig tébb mint két valtozénk van,
akkor még abrazolni sem tudjuk a rendszeriinket. Szerencsére azonban gyakran nincs sziikségiink a feladat
pontos megoldasara. Ha a gazdasagi ingadozéasokat szeretném modellezni, akkor elegendd, ha kozelitsleg meg
tudom hatarozni, hogyan viselkedik a rendszer az egyenstly kozelében. Ilyenkor a rendszert linearizaljuk, ha
szazalékos valtozasra vagyunk kivancsiak akkor loglinarizaljuk, és ezt elemezziik.



